CHUYÊN ĐỀ HÌNH HỌC KHÔNG GIAN TỔNG HỢP

(THỂ TÍCH – GÓC – KHOẢNG CÁCH) 

     Đề thi môn Toán của kỳ thi THPT Quốc Gia và chọn Học sinh giỏi lớp 12 của tỉnh Nam Định trong những năm gần đây thường có một câu vể bài toán hình học không gian tổng hợp. Vì vậy, việc có một chuyên đề về hình học không gian tổng hợp để dạy cho các em học sinh tham gia hai kỳ thi nói trên là thực sự cần thiết. Chuyên đề có rất nhiều nội dung, nhưng do thời gian có hạn và xét thấy các nội dung trọng tâm mà đề thi yêu cầu thường là: THỂ TÍCH – GÓC – KHOẢNG CÁCH. Do vậy, ở đây tôi xin được trình bày với các quý thày cô ba nội dung đã nói ở trên.  

A) NỘI DUNG 1: THỂ TÍCH KHỐI ĐA DIỆN
B) NỘI DUNG 2: KHOẢNG CÁCH
BÀI GIẢNG GIÚP HỌC SINH LINH HOẠT HƠN KHI THỰC HIỆN GIẢI BÀI TOÁN VỀ TÍNH KHOẢNG CÁCH CỦA HÌNH HỌC KHÔNG GIAN TỔNG HỢP.

HOẠT ĐỘNG 1
Đưa ra các thông báo dưới dạng các chú ý như sau:
· Chú ý 1: Các bài toán tính khoảng cách của bài toán hình học không gian tổng hợp mà các em gặp khi làm toán thi bao gồm: Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng; khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song; khoảng cách giữa đường thẳng và mặt phẳng song song; khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau. 

· Chú ý 2: Bài toán cốt lõi nhất về tính khoảng cách của hình học không gian tổng hợp mà học sinh cần thành thạo là: Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng.
· Chú ý 3: Các bài toán tính: ‘‘Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song; khoảng cách giữa đường thẳng và mặt phẳng song song; khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau” thường được quy về bài toán tính “Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng”.

· Chú ý 4: Bài toán tính khoảng cách từ một điểm I đến một mặt phẳng (P) nếu thực hiện bằng phương pháp trực tiếp thì bao gồm các thao tác sau đây:

+) Dựng được đường vuông góc IH (H thuộc mp(P)).

+) Dựa vào giả thiết của bài toán tính được độ dài đoạn IH.

+) Kết quả: d(I,(P)) = IH.

· Chú ý 5: Việc dựng đường vuông góc IH theo lí thuyết thì ta luôn thực hiện được, nhưng trong qua trình thực hành thì cần đưa ra cách dựng hợp lí để tạo ra sự thuận lợi cho việc tính độ dài đoạn IH sau này. Muốn vậy, học sinh cần phải thành thạo việc giải bài toán “cơ bản” của khoảng cách mà ta sẽ trình bày ở  HOẠT ĐỘNG 2, 3 sau đây.
HOẠT ĐỘNG 2

Cho học sinh nhận dạng thành thạo bài toán “CƠ BẢN” sau:
Cho hình chóp tam giác S.ABC có SA vuông góc với mặt phẳng (ABC). Hãy tính khoảng cách từ A đến mặt phẳng (SBC). (H.1)
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(H.1)
· Chỉ ra ba đặc điểm bài toán cơ bản để học sinh dễ nhận biết và ghi nhớ: 
+) Đặc điểm 1: Là hình chóp có đáy là tam giác.

+) Đặc điểm 2: Có cạnh bên SA vuông góc với đáy (ABC).

+) Đặc điểm 3: Tính khoảng cách từ A (là chân đường vuông góc) đến mặt phẳng đối diện (SBC). 

HOẠT ĐỘNG 3

Cần biết dấu hiệu để giải nhanh chóng bài toán                                     “CƠ BẢN” bằng cách quan sát tam giác ABC
· Dấu hiệu 1: Nếu phát hiện thấy tam giác vuông tại B thì dựng ngay 
[image: image2.wmf]AHSB (HSB),

^Î

 rồi chứng minh 
[image: image3.wmf]AH(SBC).

^

 Khi đó 
[image: image4.wmf]d(A,(SBC)) = AH.

(H.2)
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(H.2)
· Dấu hiệu 2: Nếu phát hiện thấy tam giác vuông tại C thì dựng 
[image: image6.wmf]AHSC(HSC)
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, rồi chứng minh 
[image: image7.wmf]AH(SBC).

^

 Khi đó 
[image: image8.wmf](
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dA,(SBC) = AH.

 (H.3) 
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C

B

A

S


(H.3)
· Dấu hiệu 3: Nếu phát hiện thấy tam giác không vuông tại B và cũng không vuông tại C thì dựng liên tiếp 
[image: image10.wmf]AKBC(KBC); AHSK (HSK)
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 rồi chứng minh 
[image: image11.wmf]AH(SBC).

^

 Khi đó 
[image: image12.wmf]d(A,(SBC)) = AH.

(H.4a); (H.4b).
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(H.4a – Các góc B, C nhọn)
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(H.4b – Góc B tù)

HOẠT ĐỘNG 4

Vận dụng giải toán thông qua ví dụ minh hoạ sau
Ví dụ 1: Cho hình chóp S.ABCD có 
[image: image15.wmf]SA(ABCD),

^

 đáy ABCD là hình thoi có cạnh bằng a và có 
[image: image16.wmf]·
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 Biết tam giác SBD là tam giác đều, hãy tính theo a:
a)  Khoảng cách từ A đến mặt phẳng (SBD);
b)  Khoảng cách từ A đến mặt phẳng (SCD).        

HƯỚNG DẪN GIẢI (H.5)
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(H.5)

*) Phân tích để đưa ra cách thực hiện: 

+) Có d (A, (SBD)) = d (A, (SBO)).

+) Tính d (A, (SBO)) dựa vào bài toán cơ bản áp dụng với hình chóp tam giác S.ABO.

+) Do phát hiện thấy tam giác ABO vuông tại O nên ta dựng 
[image: image18.wmf]AHSO(HSO).
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 Chứng minh d(A, (SBO)) = AH.

*) Trình bày vào bài thi: 

+) Dựng 
[image: image19.wmf]AHSO(HSO).
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 Ta sẽ chứng minh 
[image: image20.wmf]AH(SBD)

^

 như sau:  
Có 
[image: image21.wmf]BDSA
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[image: image22.wmf]AHBD
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AH(SBD)d(A, (SBD))=AH.
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                                             +) Tính AH: Tam giác SAO vuông tại A nên có 
[image: image23.wmf]222
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         Đs: 
[image: image25.wmf]a2
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*) Phân tích để đưa ra cách thực hiện: 
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H

K

I

D

C

B

S

A


+) Tính d (A, (SCD)) dựa vào bài toán cơ bản áp dụng với hình chóp tam giác S.ACD.

+) Do phát hiện thấy tam giác ABO không vuông tại C và D nên ta dựng liên tiếp 
[image: image27.wmf]AKCD(KCD),AI SK (I SK).
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 Chứng minh                      d(A, (SCD)) = AI.

*) Trình bày vào bài thi: 

+) Có


[image: image28.wmf]CDSA
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+)  Tính AI: Tam giác SAK vuông tại A nên có 
[image: image29.wmf]222
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; dựa vào giả thiết ta tính được 


[image: image30.wmf]a3a6
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 Đs: 
[image: image31.wmf]a6

d(A,(SCD)) = .
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HOẠT ĐỘNG 5

Cần phải thành thạo phép “quy điểm” trong việc                                   tính khoảng cách thông qua chú ý  như sau:
· Chú ý : Trong quá trình thực hành giải toán ta lại thường gặp phải bài toán tính khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng nhưng điểm đó lại không phải là chân đường vuông góc như “bài toán cơ bản”.Tức: điểm đó không phải là điểm thuận lợi. Khi đó ta hãy thực hiện động tác quy việc làm đó về việc tính khoảng cách của một điểm thuận lợi hơn mà ta thường nói nó là động tác “quy lạ về quen” với các kết quả cần phải biết như sau: 

· Kết quả 1: Nếu đường thẳng AB song song với mặt phẳng (P) thì 
[image: image32.wmf]d(A,(P)) = d(B,(P)).

 (H.6)                                                         
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K

H

B A


                                                              (H.6)                            

· Kết quả 2: Nếu M là trung điểm của đoạn thẳng thẳng AB và đoạn thẳng AB có đầu mút B thuộc (P) thì 
[image: image34.wmf]1
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· Kết quả 3: Nếu đoạn thẳng AB cắt mặt phẳng (P) tại trung điểm M của AB thì 
[image: image36.wmf]d(A,(P)) = d(B,(P)).

(H.8)
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· Kết quả 4: Nếu đường thẳng AB cắt mặt phẳng (P) tại điểm I thì dù hai điểm A, B cùng phía (H.9a)  hay khác phía (H.9b) so với mp(P) thì áp dụng định lý Ta- lét ta luôn có: 
[image: image38.wmf]d(A,(P))IA

=.

d(B,(P))IB

 Nhấn mạnh rằng đây là trường hợp tổng quát của các trường hợp đã xét ở trên. (H.9)
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     H.9a - A, B cùng phía so với (P)                H.9b - A, B khác phía so với (P)               

HOẠT ĐỘNG 6

Cho học sinh vận dụng giải toán thông qua                                            một số ví dụ minh hoạ sau

Ví dụ 2: Cho hình chóp S.ABCD có 
[image: image40.wmf]SA(ABCD),

^

 đáy ABCD là hình vuông tâm O và có cạnh bằng a. Biết tam giác SAC là tam giác cân, hãy tính theo a:

a)  Tính thể tích khối chóp S.ABCD; 

b)  Khoảng cách từ B đến mặt phẳng (SCD);
c)  Khoảng cách từ O đến mặt phẳng (SCD); 
d)  Khoảng cách từ C đến mặt phẳng (SBD). 

Giải (H.10)
[image: image41.emf]O
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a)

*) Phân tích để đưa ra cách thực hiện: 

+) Có 
[image: image42.wmf]AB//CDAB // (SCD)d(B,(SCD)) = d(A,(SCD))

.

ÞÞ


+) Tính d(A, (SCD)) dựa vào bài toán cơ bản áp dụng với hình chóp tam giác S.ACD.

+) Do phát hiện thấy tam giác ACD vuông tại D nên ta dựng 
[image: image43.wmf]AHSD(HSD).
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 Chứng minh d(A, (SCD)) = AH.

*) Trình bày vào bài thi: 

+) Dựng 
[image: image44.wmf]AHSD(HSD).
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 Ta sẽ chứng minh 
[image: image45.wmf]AH(SCD)

^

như sau:  Có
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+) Tính AH: Tam giác SAD vuông tại A nên có
[image: image47.wmf]222
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[image: image48.wmf]a6
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[image: image49.wmf]a6
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b) Đoạn AC có đầu mút C thuộc mp(SCD) và có O là trung điểm của AC. Do đó: 
d(O, (SCD)) = 
[image: image50.wmf]1
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[image: image51.wmf]1a
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[image: image52.wmf]a
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 c) Đoạn AC cắt mp(SBD) tại O là trung điểm của AC. Do đó: 
[image: image53.wmf]2a
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Ví dụ 3: (ĐH khối D – 2007). Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A và B, BA = BC = a, AD = 2a. Cạnh bên 
[image: image54.wmf]SA = a2

 và vuông góc với đáy. Gọi H là hình chiếu vuông góc của A trên SB.                                                                          a) Chứng minh rằng tam giác SCD vuông.

b) Tính theo a khoảng cách từ C đến mặt phẳng (SBD).

c) Tính theo a khoảng cách từ H đến mặt phẳng (SCD).

Giải (H.11)
                                 [image: image55.emf]O
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(H.11)
a) Gọi O là trung điểm của AD, ta có tứ giác ABCO là hình vuông cạnh a, suy ra 


[image: image56.wmf]1
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 Kết hợp với CO là đường trung tuyến của tam giác ACD suy ra tam giác ACD vuông tại C 
[image: image57.wmf]CD AC
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  tam giác SCD vuông tại C.
        b)
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        Gọi 
[image: image59.wmf]E = ACBDAC(SBD) = E
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[image: image60.wmf]d(C, (SBD))EC11

d(C, (SBD)).d(A, (SBD))

d(A, (SBD))EA22
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Tính d(A, (SBD)) dựa vào bài toán cơ bản với hình chóp S.ABD có tam giác ABD không vuông tại B và D nên tiến hành dựng liên tiếp 
[image: image61.wmf]AJ BD(JBD); AQ  SJ (QSJ).
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 Khi đó ta chứng minh được  
[image: image62.wmf]AJ  (SBD)d(A,(SBD)) = AQ.
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Ta có: 
[image: image63.wmf]22222
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[image: image64.wmf]2aa
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c) 
[image: image65.emf]I
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Gọi 
[image: image66.wmf]M=ABCD,K=AHSM.

ÇÇ

 Dễ thấy B là trung điểm của AM. Ta có 
[image: image67.wmf]22

22

HBABa1

==

HS2

SA2a

=Þ

H là trọng tâm của tam giác SAM . Từ đó ta có 
[image: image68.wmf]d(H,(SCD))HK11
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Tính d(A, (SCD)) dựa vào bài toán cơ bản với hình chóp S.ACD có tam giác ACD vuông tại C nên dựng 
[image: image69.wmf]AI  SC(ISC).
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 Khi đó ta chứng minh được  
[image: image70.wmf]1
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[image: image71.wmf]2222
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            Đs:  
[image: image72.wmf]a
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HOẠT ĐỘNG 7
Chú ý: Không phải giải bài toán nào liên quan đến khoảng cách ta cũng đưa về bài toán CƠ BẢN. Chẳng hạn, nếu thấy bài toán cho sẵn hai mặt phẳng vuông góc với nhau, mà ta cần dựng đường thẳng qua điểm nằm trên mặt phẳng này và vuông góc với mặt phẳng kia, thì ta chỉ cần dựng vuông góc với giao tuyến của chúng.
Ví dụ 4: Cho hình chóp S.ABCD có 
[image: image73.wmf]SA(ABCD).

^

 Đáy ABCD là hình chữ nhật có AB = a, AD = 2a. Gọi G là trọng tâm tam giác SAB. Tính theo a thể tích khối chóp S.ABCD và khoảng cách từ G đến mặt phẳng (SAC).     

Giải (H.12)
                                  [image: image74.emf]M
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(H.12)
*) Phân tích để đưa ra cách thực hiện: 

+ ) Gọi M là trung điểm của SA. Ta có: 
[image: image75.wmf]d(G,(SAC))GM11

==d(G,(SAC))d(B,(SAC))
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+) Quan sát thấy mp(ABCD) vuông góc với mp(SAC) và chúng cắt nhau theo giao tuyến AC nên ta dựng 
[image: image76.wmf]BHAC(HAC)BH(SAC)
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[image: image78.wmf]2a
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HOẠT ĐỘNG 8

Thông báo cho học sinh cần chú ý: Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau d và d’ có thể tính trực tiếp hoặc tính gián tiếp.

1) Khi có ý định tính trực tiếp thì cần xác định và tính được đoạn vuông góc chung của chúng. Trong thực hành giải toán, phương án này thường được thực hiện trong trường hợp hai đường thẳng chéo nhau nhưng chúng vuông góc với nhau. Do đó, cần biết dựng nhanh đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng chéo nhau và vuông góc với nhau.  
Cụ thể: Giả sử d và d’ là hai đường thẳng chéo nhau và vuông góc với nhau. Khi đó, các bước dựng đoạn vuông góc chung của d và d’ như sau:

Bước 1: Xác định mp(P) chứa d’ và vuông góc với d.
Bước 2: Xác định điểm I là giao điểm của d và (P).
Bước 3: Trong (P), dựng 
[image: image79.wmf]IHd'(Hd').
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 Khi đó: IH là đoạn vuông góc chung của d và d’.
[image: image80.emf]H
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Ví dụ 5.1: Cho hình chóp S.ABCD có 
[image: image81.wmf]SA(ABCD),

^

 đáy ABCD là hình vuông tâm O và có cạnh bằng a, tam giác SAC là tam giác cân. Tính theo a thể tích khối chóp S.ABCD và khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau SC và BD.
Giải (H.T1)

[image: image82.emf]H
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(H.T1)
*) Phân tích để đưa ra cách thực hiện: Nhận thấy SC và BD là hai đường thẳng chéo nhau nhưng lại vuông góc với nhau. Do vậy, ta có thể thực hiện giải bài toán bằng phương pháp trực tiếp như sau:
*) Trình bày vào bài thi: 

+) Dựng 
[image: image83.wmf]OHSC(HSC).
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 Ta có


[image: image84.wmf]SA(ABCD)SABD
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có: 
[image: image85.wmf]BDSA
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[image: image86.wmf]BDOHOH
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 là đoạn vuông góc chung của SC và BD
[image: image87.wmf]d(SC, BD) = OH.

Þ


+) Tính OH: Vì tam giác SAC vuông tại A nên tam giác này cân thì phải cân tại đỉnh A 
[image: image88.wmf]·
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     Đs: 
[image: image89.wmf]a
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Ví dụ 5.2:  Cho Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’ có đáy ABCD là hình thoi cạnh bằng a và 
[image: image90.wmf]·
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 Hai mặt phẳng (A’BD) và (ABCD) vuông góc với nhau, các đường thẳng A’B và B’C cùng tạo với mặt phẳng (ABCD) góc 450. Tính theo a thể tích khối chóp S.ABCD và khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau AA’ và BD.
Giải (H.T2)
[image: image91.emf]K
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(H.T2)
*) Gọi H là hình chiếu vuông góc của A’ lên BD. Vì 
[image: image92.wmf] (A'BD)  (ABCD)A'H (ABCD). 

^Þ^

Kết hợp với  giả thiết các đường thẳng A’B và B’C cùng tạo với mặt phẳng (ABCD) góc 450 
[image: image93.wmf]¼
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tam giác A’ BD vuông cân tại A’
[image: image94.wmf]BDa
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*) Có


[image: image95.wmf]BD  A'H

 BD  (ACC'A') . 

BD  AC(t/c hình thoi)

^

ì

Þ^

í

^

î

Dựng 
[image: image96.wmf]HKAA'(KAA')HK

^ÎÞ

là đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng chéo nhau BD và AA’. Do đó: d(AA’; BD) = HK.

*) Có 
[image: image97.wmf]222222
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                Đs:   d(AA’; BD) = 
[image: image98.wmf]a3
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2)  Khi tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau d và d’mà có ý định thực hiện bằng phương pháp gián tiếp thì hãy nghĩ đến hai phương án sau:

Phương án gián tiếp 1: Thực hiện theo các bước sau: (H.13a)
[image: image99.emf]a
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(H.13a)
a)  Bước 1. Tìm (hoặc dựng) một mặt phẳng (P) chứa d’ và song song với d (Ta thường chọn mặt phẳng này chứa d’ và một đường thẳng a // d).
b)  Bước 2. Trên d tìm một điểm I nào đó mà việc tính khoảng cách từ nó đến mp(P) phải được thực hiện dễ dàng.
c)  Bước 3. Khẳng định d(d, d’) = d(I, (P)).
d)  Bước 4. Tính d(I, (P)) rồi suy ra d(d, d’).
Phương án giái tiếp 2: Thực hiện theo các bước sau: (H.13b)

[image: image100.emf]P'
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(H.13b)

a)  Bước 1. Tìm (hoặc dựng) hai mặt phẳng (P) và (P’) song song với nhau, lần lượt chứa hai đường thẳng d và d’.
b)  Bước 2. Trên (P) tìm một điểm M nào đó mà việc tính khoảng cách từ nó đến mp(P’) phải được thực hiện dễ dàng.
c)  Bước 3. Khẳng định d(d, d’) = d((P), (P’)) = d (M , (P’)).
d)  Bước 4. Tính d (M, (P’)) rồi suy ra d(d, d’).
Ví dụ 6: Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ có cạnh bằng a. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau AC và DC’.

Giải (H.14)
[image: image101.emf]H
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(H.14)
*) Vì AC//(DA’C’) nên d(AC ; DC’) = d(AC ; (DA’C’)) =                d(A ; (DA’C’)). Đoạn AD’ cắt (DA’C’) tại điểm O là trung điểm của nó nên ta có d(A ; (DA’C’)) = d(D’ ; (DA’C’)).

*) Tính d(D’ ; (DA’C’)) bằng cách sử dụng bài toán cơ bản áp dụng với hình chóp D.A’C’D’ như sau:

Gọi 
[image: image102.wmf]O' = A'C'B'D'
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, dựng 
[image: image103.wmf]D'HDO(HDO) 
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[image: image104.wmf]D'H(DA'C')d(D' ; (DA'C')=D'H.
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Trong tam giác DD’O ta có: 
[image: image105.wmf]2222
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          Đs:  d(AC ; DC’) = 
[image: image106.wmf]a3
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Ví dụ 7: Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC.A’B’C’ có tất cả các cạnh bằng a. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AA’ , BB’. Tính theo a thể tích khối lăng trụ ABC.A’B’C’ và khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau B’M và CN.

Giải (H.15)
                                 [image: image107.emf]N

M

H

I

C'

B'

A'

C

B

A


(H.15)
*) Vì B’M//(ACN) nên d(B’M ; CN) = d(B’M ; (ACN))           = d(B’ ; (ACN)). Đoạn BB’ cắt (ACN) tại điểm N là trung điểm của nó nên ta có d(B’ ; (ACN)) = d(B ; (ACN)).

*) Tính d(B ; (ACN)) bằng cách sử dụng bài toán cơ bản áp dụng với hình chóp N.ABC như sau: Gọi I là trung điểm của AC, vì tam giác ABC đều nên BI vuông góc với AC, dựng 
[image: image108.wmf]BHNI(HNI) BH(NAC)d(B ; (NAC)) = BH.
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Trong tam giác NBI ta có: 
[image: image109.wmf]222
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          Đs:  d(B’M ; CN)
[image: image110.wmf]a3
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Ví dụ 8: (ĐH khối D – 2008). Cho hình lăng trụ đứng ABC.A’B’C’ có đáy ABC là tam giác vuông tại B, AB = BC = a, cạnh bên AA’ = 
[image: image111.wmf]a2.

 Gọi M là trung điểm của BC. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau AM và B’C.

Giải (H.16)
[image: image112.emf]H
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(H.16)

*) Gọi E là trung điểm của BB’, suy ra B’C//(AME). Do đó                             d(AM ; B’C) = d(B’C ; (AME) = d(B’ ; (AME)).                                                          Lại có đoạn BB’ cắt (AME) tại điểm M là trung điểm của nó nên ta có d(B’ ; (AME)) = d(B ; (AME)).

*) Tính d(B ; (AME)) bằng cách sử dụng bài toán cơ bản áp dụng với hình chóp E.ABE như sau: dựng 
[image: image113.wmf]BKAM (KAM);  BHNI(HNI) BH(AME)
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Trong tam giác vuông BEK ta có: 
[image: image114.wmf]222

111a7a7

=+ BHd(B, (AME)) = .

77

BHBKBE

Þ=Þ


          Đs:  d(AM ; B’C)
[image: image115.wmf]a7
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Ví dụ 9:  Cho hình lăng trụ ABC.A’B’C’ có các mặt bên là các hình vuông cạnh a. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau AB’ và BC’.
Giải (H.17)

                    [image: image116.emf]B'
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(H.17)
* ) Gọi D là trung điểm của AC; O là giao điểm của DF và B’C thì OD // AB’, suy ra AB’ // (BDC’) 
[image: image117.wmf]d(AB' ; BC') = d(AB' ; (BDC')) = d(A ; (

BDC')) = d(C ; (BDC')).
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*) Tính d(C ; (BDC’)) bằng cách sử dụng bài toán cơ bản áp dụng với hình chóp C’.BCD   nhưsau:                                                                                                                            Dựng 
[image: image118.wmf]CHC'D (HC'D).
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Ta chứng minh được 
[image: image119.wmf]CH(BDC')d(C ; (BDC')) = CH.
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*) Trong tam giác vuông CDC’ có 
[image: image120.wmf]222
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           Đs:   
[image: image121.wmf]a5
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Ví dụ 10:  Cho hình lăng trụ ABC.A’B’C’ có các mặt bên là các hình vuông cạnh a. Gọi D, E, F lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, A’C’, C’B’. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau DE và AB’.
Giải (H.18)
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(H.18)
* ) Gọi E’ là trung điểm của AC;  K là giao điểm của DF và B’C thì E’K // AB’, suy ra AB’ // (DFEE’) 
[image: image123.wmf]d(AB' ; DE) = d(AB' ; (DFEE')) = d(B' ; 

(DFEE')) = d(C ; (DFEE')).
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*) Do mp(ABC) và (DFEE’) vuông góc với nhau và cắt nhau theo giao tuyến DE’ nên dựng 
[image: image124.wmf]CM'DE'(M'DE') 
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[image: image125.wmf]CM'  (DFEE') d(C ; (DFEE')) = CM'.
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 Đường CM’ cắt AB tại M
[image: image126.wmf] 

Þ

M là trung điểm của AB 
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          Đs:  
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HOẠT ĐỘNG 9
Thông báo cho học sinh bằng cách đưa ra chú ý: Trong bài toán tính khoảng cách thì việc xác định được đường cao của mô hình  là vô cùng quan trọng, vì nó có thể giúp ta nhanh chóng nhận diện được bài toán cơ bản, đồng thời cũng đem đến sự thuận lợi trong việc tính toán sau này. Do vậy cần nhớ các kết quả sau:

   +) KQ1: Nếu hai mặt phẳng cùng vuông góc với mặt phẳng thứ ba thì giao tuyến(nếu có) của chúng sẽ vuông góc với mặt phẳng thứ ba đó.

   +) KQ2: Nếu hai mặt phẳng vuông góc với nhau thì một đường thẳng của mặt phẳng này mà vuông góc với giao tuyến thì sẽ vuông góc với mặt phẳng kia.

   +) KQ3: Nếu hình chóp S.A1A2…An 
[image: image129.wmf](
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 có các cạnh bên bằng nhau thì hình chiếu vuông góc của S lên mp(A1A2…An) là tâm của đường tròn ngoại tiếp đa giác A1A2…An.

Ví dụ 11: (ĐH khối A năm 2011). Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân tại B, AB = BC = 2a; hai mặt phẳng (SAB) và (SAC) cùng vuông góc với mp(ABC). Gọi M là trung điểm của AB; mặt phẳng qua SM và song song với BC, cắt AC tại N. Biết góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC) bằng 600. Tính theo a khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau AB và SN.
Giải (H.19)
[image: image130.emf]H
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(H.19)
*) Mặt phẳng (ABC) chứa BC // (SAM) và cắt mp(SMN) theo giao tuyến MN, suy ra MN // BC.

*) Dựng hình bình hành AMNP. Vì tam giác ABC vuông tại B nên tứ giác AMNP là hình vuông và ta có AB // mp(SNP)  
[image: image131.wmf]d(AB ; SN) = d(AB ; (SNP)) = d(A ; (SNP)
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*) Dựng 
[image: image132.wmf]AHSP(HSP).

^Î

 Ta có:  
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*) Từ giả thiết ta xác định được góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC) là góc 
[image: image135.wmf]·

·

0

SBASBA60.

Þ=

 Từ đó tính được:    
[image: image136.wmf]2a392a39
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Ví dụ 12: (ĐH khối B năm 2013). Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, mặt bên SAB là tam giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng đáy. Tính theo a khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (SCD).

Giải (H.20)
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(H.20)

*) Dựng 
[image: image139.wmf]SHAB (HAB).
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 Vì hai mp(SAB) và mp(ABCD) vuông góc với nhau và cắt nhau theo giao tuyến AB nên suy ra 
[image: image140.wmf]SH(ABCD).
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*) Dựng 
[image: image141.wmf]HKCD(KCD),HPSK(PSK)AP(SCD).
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*) Có 
[image: image142.wmf]AH //(SCD)d(A ; (SCD)) = d(H ; (SCD)) = 
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*)  Có 
[image: image143.wmf]a3a21a21
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             Đs:  
[image: image144.wmf]a21
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Ví dụ 13: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A và D, AB = 3a, CD = a, AD = 2a, tam giác SAD cân tại S, mặt phẳng (SAD) vuông góc với đáy. Biết góc giữa mặt phẳng (SBC) và đáy bằng 600. Tính theo a thể tích khối chóp S.ABCD và khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau. 
Giải                    
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Ví dụ 14:  Cho hình chóp 
[image: image146.wmf]S.ABCD

có đáy ABCD là hình thoi tâm O. Biết SA = SB = SO = AB = 2a; 
[image: image147.wmf]·
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Tính theo a khoảng cách từ D đến mặt phẳng (SAC).

Giải (H.21)                   
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(H.21)

*)  Gọi H là hình chiếu vuông góc của S lên mặt phẳng (ABCD). Vì SA = SB = SO và tam giác OAB vuông tại O nên chứng minh được H là trung điểm của AB.

*) Dựng 
[image: image149.wmf]HKAC (KAC),HPSK (PSK)

^Î^ÎÞ

 Chứng minh được 
[image: image150.wmf]HP(SAC).
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*) 
[image: image151.wmf]222
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*)  Có 
[image: image152.wmf]d(D,(SAC)) = d(B,(SAC)) = 2d(H,(SAC)) = 
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         Đs:   d(D ; (SAC)) = 
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 Ví dụ 15: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông tâm O, SA = SB = SO = AB = 2a, M là trung điểm của BC. Tính theo a khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau SC và BD.
Giải (H.T1)
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*)  Gọi H là hình chiếu vuông góc của S lên mặt phẳng (ABCD). Vì SA = SB = SO và tam giác OAB vuông tại O nên chứng minh được H là trung điểm của AB.

*) Gọi E là trung điểm của SA


[image: image156.wmf]SC// (EBD)d(SC,BD) = d(SC,(EBD)) 

= d(C,(EBD)) = d(A,(EBD)) = 2d(H,(EBD)).
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                                            *) Gọi G là giao điểm của SH và BE, suy ra G là trọng tâm tam giác SAB và 
[image: image157.wmf]d(H,(EBD)) = d(H,(GBD)).

 Ta sẽ tính 
[image: image158.wmf]d(H,(GBD))

 bằng cách áp dụng bài toán cơ bản với hình chóp G.HBD như sau:
Dựng 
[image: image159.wmf]HKBD (KBD),HPSK (PSK)HP(GBD)
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[image: image160.wmf]d(H, (GBD) = HP.
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[image: image161.wmf]222
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         Đs:   d(SC, BD)) = 
[image: image162.wmf]2a

.
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Ví dụ 16: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông tâm O, SA = SB = SO = AB = 2a, M là trung điểm của BC. Tính theo a khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau SB và DM.
Giải (H.T2)
[image: image163.emf]P
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(H.T2)
*)  Gọi H là hình chiếu vuông góc của S lên mặt phẳng (ABCD). Vì SA = SB = SO và tam giác OAB vuông tại O nên chứng minh được H là trung điểm của AB.

*) Gọi N là trung điểm của AD


[image: image164.wmf](

)

DM// BNDM// SBNd(SB,DN) = d(DM,(SBN)) 

= d(D,(SBN)). 

ÞÞÞ


*) Gọi G là giao điểm của DH và BN, suy ra G là trọng tâm tam giác ABD 
[image: image165.wmf]d(D,(SBN)) = 2d(H,(SBN)).

Þ

 Ta sẽ tính 
[image: image166.wmf]d(H,(SBN))

bằng cách áp dụng bài toán cơ bản với hình chóp S.HBN như sau:

Dựng 
[image: image167.wmf]HKBN(KBN),HPSK(PSK)HP(SBN)
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[image: image168.wmf]d(H, (SBN) = HP.
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[image: image169.wmf]222
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         Đs:   d(SB, DM)) = 
[image: image170.wmf]a3
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      Ví dụ 17: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông tâm O, SA = SB = SO = AB = 2a, M là điểm thuộc cạnh BC sao cho MC = 2MB. Tính theo a khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau SB và DM

Giải (H.T3)
[image: image171.emf]N
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(H.T3)
*)  Gọi H là hình chiếu vuông góc của S lên mặt phẳng (ABCD). Vì SA = SB = SO và tam giác OAB vuông tại O nên chứng minh được H là trung điểm của AB.

*) Gọi N là điểm thuộc cạnh AD sao cho NA = 2ND


[image: image172.wmf](

)

DM// BNDM// SBNd(SB,DN) = d(DM,(SBN)) 

= d(D,(SBN)). 

ÞÞÞ


Lại có: Dựng 
[image: image173.wmf]HKBN(KBN),HPSK(PSK)
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[image: image174.wmf]HP(SBN)d(H, (SBN) = HP.
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[image: image175.wmf]222
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         Đs:   d(SB, DM)) = 
[image: image176.wmf]a3

.
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Ví dụ 18:  Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A và B, AB = AD = 2a, BC = a, M là trung điểm của AB, hai mặt phẳng (SMC) và (SMD) cùng vuông góc với mặt phẳng (ABCD), góc giữa hai mặt phẳng (SCD) và (ABCD) bằng 600.

a)  Tính thể tích khối chóp S.ABCD.
b)  Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau SA và DM.
c)  Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau SC và DM.
Tự luyện: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông tâm O, SA = SB = SO = AB = 2a, M là điểm thuộc cạnh BC sao cho MC = 2MB. Tính theo a khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau SC và DM. 

HOẠT ĐỘNG 10

Thông báo cho học sinh bằng cách đưa ra chú ý: Trong nhiều trường hợp bài toán không cho ta cơ hội thuận lợi để xác lập được đường cao của mô hình  . Khi đó ta có thể nghĩ đến việc tính khoảng cách bằng cách quy điểm kết hợp với tạo ra một mô hình  đặc biệt hơn.

Ví dụ 19:  Cho hình chóp 
[image: image177.wmf]S.ABC

có SA = 8, SB = 9, SC = 10. Biết 
[image: image178.wmf]·

·
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ASB60,BSC90,ASC120.

===

 Tính khoảng cách từ A đến mặt phẳng (SBC).

Giải

[image: image179.emf]P
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(H.22)
*) Trên các cạnh SA, SB, SC lần lượt lấy các điểm A’, B’, C’ sao cho SA’ = SB’ = SC’ = 1. 
Từ giả thiết 
[image: image180.wmf]·

·
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000
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===

 ta tính được                 A’B’ = 1, B’C’ = 
[image: image181.wmf]2, A'C' = 3

Þ

 tam giác A’B’C’ vuông tại B’.

*) Gọi H là hình chiếu vuông góc của S trên mp(A’B’C’). Vì SA’ = SB’ = SC’ nên H là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác A’B’C’ , suy ra H là trung điểm của cạnh huyền A’C’. 

*) Dựng 
[image: image182.wmf]HKB'C' (KB'C');HP SK(PSK) HP (SBC).

^Î^ÎÞ^


*) Có 
[image: image183.wmf]222
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*) 
[image: image184.wmf]d(A; (SBC)) = 8d(A'; (SBC))=16d(H; (SBC)

) = 16HP = 42.


            Đs:  
[image: image185.wmf]d(A ; (SBC))42.

=


HOẠT ĐỘNG 11

GIỚI THIỆU CHO HỌC SINH ĐỌC THÊM
Tính khoảng cách bằng cách sử dụng tính chất của tứ diện vuông. (H.23).

[image: image186.emf]h
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(H.23)
  +) Định nghĩa: Tứ diện O.ABC được gọi là tứ diện vuông tại đỉnh O nếu ba cạnh OA, OB, OC đôi một vuông góc. Mặt ABC được gọi là mặt huyền của tứ diện vuông.

  +) Tính chất: Gọi h là khoảng cách từ O đến mặt huyền ABC. Ta có 
[image: image187.wmf]2222
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  +) Chú ý: Việc áp dụng tính chất của tứ diện vuông giúp ta tính được khoảng cách từ điểm O đến mặt phẳng (ABC) mà không cần phải dựng đường vuông góc từ O đến (ABC). Công thức này mặc dù rất quen thuộc nhưng chưa được thừa nhận trong chương trình phổ thông, nên khi có ý định dùng thì để an toàn ta hãy chứng minh nó như là một bổ đề.

Ví dụ 20:  Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ có cạnh bằng a. Gọi K là trung điểm của DD’. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau CK và A’D.
Giải (H.24)
[image: image188.emf]N
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(H.24)
*) Gọi M là trung điểm của BB’. Ta có:                                                                                                A’M // KC nên d(CK ; A’D) = d(CK ; (A’MD)) = d(K ; (A’MD))

*) Gọi N là giao điểm của AK và A’D; P là giao điểm của AB và A’M. Khi đó: 


[image: image189.wmf]d(K ; (A'MD))NK11

d( CK ; A'D) = d(A ; (A'MD)) 

d(A ; (A'MD))NA22

11

= d(A ; (A'DP))=h.

22

==Þ


*) Tứ diện A.A’DP vuông tại A nên 


[image: image190.wmf]22222
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            Đs:  
[image: image191.wmf]a

d( CK ; A'D) = .
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Ví dụ 21: ( Tạo ra tứ diện vuông để áp dụng).  Cho hình chóp S.ABCD  có đáy ABCD là nửa lục giác đều nội tiếp trong đường tròn đường kính AD = 2a và SA vuông góc với đáy. Biết 
[image: image192.wmf]SA = a6,

 hãy tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau AD và SB.
Giải (H.25)

[image: image193.emf]E
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(H.25)

*) Gọi O là trung điểm của AD, suy ra AO//= BC, suy ra tứ giác ABCO là hình bình hành  
[image: image194.wmf]1

CO = AD

2

ÞÞ

 tam giác ACD vuông tại C. 

*) Có AD // (SBC), suy ra d(AD ; SB) = d(AD ; (SBC)) = d(A ; (SBC)) = h.

*) Tính h bằng cách tạo ra tứ diện vuông: Dựng hình bình hành ADCE 
[image: image195.wmf]AC AE

Þ^Þ

 AS, AC, AE đôi một vuông góc nên tứ diện A.SCE vuông tại A. Áp dụng ta có:

  
[image: image196.wmf]2222
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Có AE = CD = a, 
[image: image197.wmf]22
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[image: image198.wmf]22222
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            Đs:  d( AD ; SB) = 
[image: image199.wmf]a6
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HOẠT ĐỘNG 12

Tính khoảng cách của bài toán hình học không gian tổng hợp bằng phép toạ độ hoá.

1) Sự cần thiết: Ta đã biết việc tính khoảng cách của bài toán Toạ độ trong không gian được thực hiện rất đơn giản do chỉ áp dụng những công thức đã được thừa nhận. Do đó trong một số trường hợp việc tính khoảng cách của hình học không gian tổng hợp mà dựa vào các phương pháp cơ bản đã nêu ở trên không đem lại hiệu quả tối ưu hoặc quá phức tạp thì ta có thể nghĩ đến việc chuyển về bài toán toạ độ bằng cách thực hiện phép toạ độ hoá.
2) Cách thực hiện: Gồm các bước
+) bước 1. Chọn hệ trục toạ độ thích hợp với mô hình của bài toán đã cho, từ đó suy ra toạ độ của các điểm cần thiết.

+) bước 2. Thiết lập biểu thức giải tích cho giá trị cần xác định.( Khoảng cách từ điểm đến mặt phẳng, khoảng cách từ điểm đến đường thẳng, khoảng cách giữa hai đường thẳng,…) 

3) Một số gợi ý giúp học sinh chọn hệ trục toạ độ để đem đến sự thuận lợi cho việc tính toán tiếp theo.
a) Với hình hộp chữ nhật( hình lập phương mà ta hay gặp trong các đề thi chỉ là một trường hợp đặc biệt), ta có thể chọn
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      Đỉnh A làm gốc toạ độ               Tâm O của đáy làm gốc toạ độ

b) Với hình lăng trụ được lựa chọn dựa trên tính chất của lăng trụ mà bài toán thi đã cho. Cụ thể:                                                                             
 [image: image202.emf]z
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             [image: image203.emf]A
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Lăng trụ đứng có đáy là tam giác vuông tại A             Lăng trụ đứng có đáy là tam giác cân tại A                                    

                                                                          ( tam giác đều là trường hợp đặc biệt )
           [image: image204.emf]A
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      [image: image205.emf]A
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Lăng trụ đứng có đáy là hình thang vuông tại A          Lăng trụ đứng có đáy là hình thang cân
c) Với hình chóp đều thì hệ toạ độ được thiết lập dựa trên gốc O trùng với tâm của đáy và trục Oz chứa đường cao của hình chóp
[image: image206.emf]A
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     [image: image207.emf]D
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             Hình chóp tam giác đều                                              Hình chóp tứ giác đều
d) Hình chóp có đáy là hình thoi tâm O(đặc biệt là hình vuông) và SO vuông góc với đáy
[image: image208.emf]D

A

S

C

B

O

x

y

z


e) Hình chóp S.ABCD có SA vuông góc với đáy

[image: image209.emf]S
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                   Đáy ABCD là hình chữ nhật                                   Đáy ABCD là hình thang vuông

4) Một số ví dụ minh hoạ.
Ví dụ 22:  Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ có cạnh bằng a. O là trung điểm của AC’ và G là trọng tâm cúa tam giác BCD. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau A’B và OG.
Nhận xét: Mặc dù ở bài toán này cho các điểm O và G là các điểm đặc biệt nhưng nếu sử dụng các phương pháp cơ bản của hình học không gian tổng hợp đã trình bày ở trên để giải thì cũng không hề đơn giản, nhưng nếu sử dụng phép toạ độ hoá thì lời giải vô cùng đơn giản như sau:

Giải         
 *) Chọn hệ toạ độ A.xyz như hình vẽ ( A là gốc toạ độ)
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 *) Ta có A(0 ; 0 ; 0), B(a; 0; 0), C(a; a; 0), D(0; a; 0), A’(0; 0; a), B’(a; 0; a), C’(a; a; a),           D’(0; a; a).
*) Có 
[image: image212.wmf]aaa2a2a
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   - Viết phương  trình mp(P)  chứa A’B và song song với OG.

      +) (P) qua A’(0; 0; a)

      +) Nhận 
[image: image213.wmf]222
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 làm VTPT nên cũng nhận 
[image: image214.wmf](
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 làm véc tơ pháp tuyến.
      +) phương trình (P):  x + 2y + z - a = 0

· Có d( A’B; OG) = d(G; (P)) =
[image: image215.wmf]a
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       Đs:  d( A’B ; OG) = 
[image: image216.wmf]a
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Ví dụ 23:  Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang vuông tại A và B; AB = BC = a; AD = 2a. SA = 2a và SA vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Các điểm I, K lần lượt là trọng tâm của các tam giác SAB và BCD. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau SD và IK.
Giải
 *) Chọn hệ toạ độ A.xyz như hình vẽ ( A là gốc toạ độ)

[image: image217.emf]S
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*) Ta có A(0 ; 0 ; 0), B(2a; 0; 0), C(a; a; 0), D(0; a; 0), S(0; 0; 2a).

*) Có 
[image: image218.wmf]2a2a2a

I;;0;Ka;0;.

333

æöæö

ç÷ç÷

èøèø


   - Viết phương  trình mp(P)  chứa SD và song song với IK.

      +) (P) qua D(0; a; 0)

      +) Nhận 
[image: image219.wmf]222

2a2aa

SD;IK;;

333

æö

éù

=---

ç÷

ëû

èø

uuuruur

 làm VTPT nên cũng nhận 
[image: image220.wmf](
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 làm véc tơ pháp tuyến.

      +) phương trình (P):  2x + 2y + z  - 2a = 0

· Có d(SD; IK) = d(I; (P)) =
[image: image221.wmf]2a
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            Đs:  d( SD ; IK) =
[image: image222.wmf]2a
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Ví dụ 24:  Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật với AB = a; AD =
[image: image223.wmf]a2,

 SA = 2a và 
[image: image224.wmf]SA(ABCD), 

^

M là trung điểm của SD. Mặt phẳng (P) chứa BM và cắt mp(SAC) theo giao tuyến vuông góc với BM. Tính d(D; (P)).
Bình luận:  Nếu chỉ sử dụng các phương pháp cơ bản của hình học không gian tổng hợp đã trình bày ở trên để giải Ví dụ 18   thì cũng không hề đơn giản, nhưng nếu biết kết hợp khéo léo với phép toạ độ hoá thì lời được thực hiện khá dễ dàng như sau:
Giải
 *) Chọn hệ toạ độ A.xyz như hình vẽ ( A là gốc toạ độ)  
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*) Ta có A(0 ; 0 ; 0), B(a; 0; 0), C(a; a
[image: image226.wmf]2

; 0), D(0; a
[image: image227.wmf]2

; 0), 
[image: image228.wmf]S(0 ; 0 ; 2a).

 
*) Có 
[image: image229.wmf](
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[image: image230.wmf]BM.AC0BMAC.
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 Nếu AC và EF mà cắt nhau thì 
[image: image231.wmf]BM(ABCD)
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[image: image232.wmf]BM(SAC)BMSA
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vô lí. Do AC và EF phân biệt nên ta có AC // EF, suy ra (P) nhận 
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 làm VTPT. Kết hợp với (P) qua B(a ; 0 ; 0), ta có phương trình của (P): 
[image: image234.wmf]4a
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            Đs:  
[image: image235.wmf]4a

d(D;(P))=.
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NHẬN XÉT: Phương pháp toạ độ hoá thường có hiệu quả đặc biệt khi giả thiết của bài toán cho các giả thiết về góc giữa hai mặt phẳng, khoảng cách từ 1 điểm đến 1 mặt phẳng,... Chẳng hạn ta xét một số ví dụ sau:

Ví dụ 25: (ĐH khối A năm 2002). Cho hình chóp đều S.ABC có độ dài cạnh đáy bằng a. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các cạnh SB, SC. Biết rằng hai mặt phẳng (AMN) và (SBC) vuông góc với nhau. Hãy tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau AM và BN. 
Giải
[image: image236.emf]K

I

O

N

M

S

z

y

x

C

B

A


 *) Gọi O là trọng tâm của tam giác đều ABC. Ta chọn hệ toạ độ O.xyz như hình vẽ ( O là gốc toạ độ)  

*) Ta có A
[image: image237.wmf]a3
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, 
[image: image238.wmf]aa3aa3
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Đặt SO = h, suy ra S( 0; 0 ; h).

*) Có 
[image: image239.wmf]aa3haa3h
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*) Tìm toạ độ các véc tơ  
[image: image240.wmf]12
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 lần lượt là các VTPT của các mặt phẳng (AMN) và (SAB), dựa vào giả thiết hai mặt phẳng vuông góc ta có 
[image: image241.wmf]12
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từ đó tính được h = 
[image: image242.wmf]a15

.
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 (Ở đây ta có thể không dùng toạ độ nhưng vẫn tính được h nhanh chóng hơn như sau: Gọi I là trung điểm của BC, vì tam giác SBC cân tại S nên SI 
[image: image243.wmf]^

BC, suy ra SI
[image: image244.wmf]^

MN, mà SI nằm trong mp(SBC) vuông góc với giao tuyến của hai mặt phẳng vuông góc, suy ra SI
[image: image245.wmf]^

(AMN), suy ra SI
[image: image246.wmf]^

AK nên tam giác SAI cân tại A, suy ra SA =AI = 
[image: image247.wmf]a3a15

h = )
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*) Phương trình mp(P) chứa AM và song song với BN: 

                  
[image: image248.wmf]35.215.73.2a50.
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*) d(AM; BN) = d(B ; (P)) = 
[image: image249.wmf]a5

.
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           Đs:  d(AM; BN) = 
[image: image250.wmf]a5

.
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Ví dụ 26:  Cho hình chóp S.ABCD có các cạnh bên bằng nhau và có đáy là hình chữ nhật với AB = 2a, BC = a. Gọi M, N, P, Q theo thứ tự là trung điểm của AB, CD, SC, SD. Biết rằng hai mặt phẳng (MPQ) và (SCD) vuông góc với nhau. Hãy tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau AP và BN.

Giải

*) Gọi O là tâm của hình của đáy ABCD. Vì SA = SB = SC = SD nên SO 
[image: image251.wmf]^

 (ABCD).

*) Chọn hệ toạ độ O.xyz như hình vẽ
[image: image252.emf]N
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  Ví dụ 27:  Cho hình chóp đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a. Gọi M, N theo thứ tự là trung điểm của SA và BC. Biết rằng góc giữa đường thẳng MN và mp(ABCD) bằng 600. Tính d(B ; (SMN)).   
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*) Ta có
 
[image: image254.wmf]a2a2
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Đặt SO = h, suy ra S( 0 ; 0 ; h). Khi đó: 
[image: image255.wmf]a2ha2a2
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là VTPT của mặt phẳng (ABCD).

*) Từ giả thiết có 
[image: image256.wmf]0
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*) Viết phương trình mp(SMN): 
[image: image257.wmf]222
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*)  d(B ; (SMN)) =  
[image: image258.wmf]2a30a30

.
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       Đs:  d(B ; (SMN))  = 
[image: image259.wmf]a30
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Ví dụ 28:  Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A và D. AB = AD = 2a, CD = a. Góc giữa hai mặt phẳng (SAB) và (SBC) bằng  
[image: image260.wmf]j

 với 
[image: image261.wmf]1

cos
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 Gọi I là trung điểm của AD, biết hai mặt phẳng (SBI) và (SCI) cùng vuông góc với mp(ABCD) và SI < AC. Tính d(C ; (SBD)). 
*) Bình luận: Đề thi Đại học khối A năm 2010 có bài toán tương tự, nhưng ở bài toán đó giả thiết cho biết góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABCD). Với mô hình của bài toán đã thi đó, thì việc xác định góc giữa hai mặt phẳng này được thực hiện dễ dàng. Còn bài toán Ví dụ 28  đã thay bằng góc giữa hai mặt phẳng (SAB) và (SBC) bằng 
[image: image262.wmf]j

, do đó đã tạo ra một bài toán phức tạp và hay hơn rất nhiều. Nhưng nếu sử dụng phép toạ độ hoá để giải thì lời giải khá đơn giản như sau: 

Giải
*) Từ giả thiết ta có 
[image: image263.wmf]SI  (ABCD).
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*) Chọn hệ trục toạ độ I.xyz như hình vẽ (với T là trung điểm của BC)
[image: image264.emf]S
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*) Ta có A(-a; 0 ; 0), B(-a ; 2a ; 0), C(a ; a; 0), D(a; 0 ; 0).                                  Đặt SA = h, ta có S(0 ; 0 ; h).
*) Có 
[image: image265.wmf](
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 là một VTPT của (SBC).

[image: image266.wmf](
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 là một VTPT của (SAB).
           
[image: image267.wmf]22
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  Vậy h = a.
*) Viết phương trình mp(SBD). 

[image: image268.wmf](
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là VTPT của (SBD).
Phương trình mp(SBD):  x + y + z – a = 0

[image: image269.wmf]a + a + 0 - a
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           Đs:  
[image: image270.wmf]a
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Ví dụ 29:  Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân tại A, BC = a, SB = a và vuông góc với đáy. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các cạnh SA và BC. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng MN và AB.
Giải
*) Chọn hệ trục toạ độ B.xyz như hình vẽ 
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    *) Ta có: 
[image: image272.wmf]aa
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[image: image273.wmf]aaaa
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    *) Có 
[image: image274.wmf]MN,AB.MB
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           Đs:  
[image: image275.wmf]a2
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Ví dụ 30:  (HSG Nam Định năm 2012). Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông  với AB = 2a, tam giác SAB vuông tại S, mp(SAB) vuông góc với mp(ABCD). Biết góc giữa SD và mp(SBC) bằng  
[image: image276.wmf]j

 với 
[image: image277.wmf]1
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 Tính d(C ; (SBD)). 

Giải
*) Dựng SH 
[image: image278.wmf] AB (HAB)  SH  (ABCD).
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*) Chọn hệ trục toạ độ H.xyz như hình vẽ ( HP vuông góc với CD).
[image: image279.emf]y
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    *) Đặt HA = m, HB = n (m, n > 0). Ta có: m + n = 2a, 
[image: image280.wmf](
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B(0 ; n; 0), C(2a ; n ; 0), D(2a ; -m ; a), 
[image: image281.wmf](
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    *) Có 
[image: image282.wmf]SA(0;m ; - mn),SD(2a;m ; - mn).
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 Có SA vuông góc với mặt phẳng  (SBC) nên 
[image: image283.wmf]SA

uuur

 là VTPT của (SBC). Do đó 
[image: image284.wmf](

)

a

m =

1

4

sin = cosSA,SD.

7a

3

n = 

4

j

ì

ï

ï

=Û

í

ï

ï

î

uuuruuur


 *) Phương trình mp(SBC): 
[image: image285.wmf]7a2a
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                    Đs:  
[image: image286.wmf]2a
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HOẠT ĐỘNG 13

 Tính khoảng cách của bài toán hình học không gian tổng hợp bằng cách dựa vao công thức tính thể tích của khối đa diện.

Ví dụ 31: (ĐH khối A năm 2011). Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân tại B, AB = BC = 2a; hai mặt phẳng (SAB) và (SAC) cùng vuông góc với mp(ABC). Gọi M là trung điểm của AB; mặt phẳng qua SM và song song với BC, cắt AC tại N. Biết góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC) bằng 600. Tính theo a khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau AB và SN.
Giải
[image: image287.emf]P
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*) Mặt phẳng (ABC) chứa BC // (SAM) và cắt mp(SMN) theo giao tuyến MN, suy ra MN // BC.

*) Gọi P là trung điểm của BC, suy ra tứ giác BMNP là hình vuông và ta có                            AB // mp(SNP)  
[image: image288.wmf]d(AB ; SN) = d(AB ; (SNP)) = d(A ; (SNP)
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*) Có VS.ANP = 
[image: image289.wmf]ANP
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     Vậy: VS.ANP =
[image: image291.wmf]3
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*) Lại có:          
[image: image292.wmf](
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Tính được SN, SP, NP suy ra được diện tích tam giác SNP theo công thức Hê-rông: 

        
[image: image293.wmf](
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             Đs:  
[image: image294.wmf]2a39
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Ví dụ 32:  Cho hình chóp 
[image: image295.wmf]S.ABC

có SA = 3, SB = 3, SC = 4. Biết 
[image: image296.wmf]·

·

·

000

ASB60,BSC90,ASC120.

===

 Tính khoảng cách từ S đến mặt phẳng (ABC).

Giải
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*) Trên các cạnh SA, SB, SC lần lượt lấy các điểm A’, B’, C’ sao cho SA’ = SB’ = SC’ = 1.                                                                                        Từ giả thiết 
[image: image298.wmf]·
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 ta tính được                  A’B’ = 1, B’C’ = 
[image: image299.wmf]2, A'C' = 3

Þ

tam giác A’B’C’ vuông tại B’.

*) Gọi H là hình chiếu vuông góc của S trên mp(A’B’C’). Vì SA’ = SB’ = SC’ nên H là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác A’B’C’ , suy ra H là trung điểm của cạnh huyền A’C’. 

*) VS.A’B’C’ 
[image: image300.wmf]ΔA'B'C'
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*) Từ công thức: 
[image: image301.wmf]S.A'B'C'

S.ABCS.A'B'C'

S.ABC

V

SA'SB'SC'1111

....V36V32.

VSASBSC33436

===Þ==


Lại có: VS.ABC 
[image: image302.wmf]S.ABC
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*) 
[image: image303.wmf]ΔABC
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[image: image305.wmf]422
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Ví dụ 33: Cho khối năng trụ đứng ABC.A’B’C’ có đáy ABC là tam giác vuông tại B với AB = a, AA’ = 2a, A’C = 3a. Gọi M là trung điểm của cạnh A’C’, I là giao điểm của các đường thẳng AM và A’C’. Tính theo a thể tích khối chóp IABC và khoảng cách từ A đến mặt phẳng (IBC).

Sơ đồ giải
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Ví dụ 34: (ĐH khối D – 2007). Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A và B, BA = BC = a, AD = 2a. Cạnh bên SA =
[image: image309.wmf]a2

 và vuông góc với đáy. Gọi H là hình chiếu vuông góc của A trên SB.                                                                                                             a) Chứng minh rằng tam giác SCD vuông.

b) Tính theo a khoảng cách từ H đến mặt phẳng (SCD).

Sơ đồ giải

HOẠT ĐỘNG 14

 Tính khoảng cách của bài toán hình học không gian tổng hợp bằng cách sử dụng phương pháp véc tơ hoặc kết hợp với phương pháp véc tơ.

1) Sự cần thiết: Trong một số trường hợp việc tính khoảng cách của hình học không gian tổng hợp mà dựa vào các phương pháp cơ bản đã nêu ở trên không đem lại hiệu quả tối ưu hoặc quá phức tạp thì ta có thể nghĩ đến việc tính toán nó bằng cách sử dụng phương pháp véc tơ hoặc đôi khi chỉ sử dụng phương pháp véc tơ để tính toán một số đại lượng trung gian nào đó cho phù hợp.
2) Yêu cầu đối với học sinh: 
+) Thành thạo các phép toán về véc tơ;

+) Biết biểu diễn một véc tơ theo hai véc tơ không cùng phương; qua ba véc tơ không đồng phẳng;

+) Biết cách xác định và tính góc giữa hai véc tơ, độ dài của một véc tơ;

+) Điều kiện để hai véc tơ vuông góc, cùng phương, cùng hướng, ngược hướng.

3) Một số ví dụ minh hoạ

Ví dụ 35:  Cho Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật với AB = 2a, tam giác SAB cân tại S và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng (ABCD). M là trung điểm của SD,                           mp(ABM) 
[image: image310.wmf]^

(SCD) và AM 
[image: image311.wmf]^

 BD. Tính thể tích của khối chóp S.ABCD và khoảng cách từ M đến mp(SBC).
Giải
                                         [image: image312.emf]P
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*) Có 
[image: image313.wmf](

)

1

BD2HA+AD,AM = AS+AD

2

=

uuuruuuruuuruuuuruuuruuur



[image: image314.wmf](
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[image: image315.wmf](
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Do 
[image: image316.wmf]HS.HB = HS.AD = AD.HB = 0
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 nên từ giả thiết 
[image: image317.wmf]AM  BD
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ta có:  
[image: image318.wmf]22
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*) Gọi N = (ABM) 
[image: image319.wmf]I

SC 
[image: image320.wmf]MN // CD.
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 Kết hợp với M là trung điểm của SD
[image: image321.wmf]Þ

MN là đường trung bình của tam giác SCD.

*) Gọi P là trung điểm của CD và I = SP 
[image: image322.wmf]I

 MN 
[image: image323.wmf]Þ

I là trung điểm của SP.

*) Có (SHP) 
[image: image324.wmf]^

 MN nên từ giả thiết hai mặt phẳng (ABM) và (SCD) vuông góc ta 
[image: image325.wmf]Þ
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tam giác SHP vuông cân tại H
[image: image327.wmf]SH = HP = AD = a2.
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*) Có 
[image: image328.wmf]3
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Ví dụ 36:  Cho h×nh hép ABCD.A’B’C’D’ cã AA’ = BC = C’D’ = AC’ = a, 
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. TÝnh theo a thÓ tÝch cña khèi hộp ABCD.A’B’C’D’ và khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau AA’,  C’D’.
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*) TÝnh thÓ tÝch cña khèi hộp ABCD.A’B’C’D’
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Có: 
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Gọi G là trọng tâm tam giác A’BD. Vì AA’ = AB = AD và chứng minh được tam giác A’BD đều nên suy ra 
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Áp dụng định lí hàm số côsin ta có: 
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*) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau AA’, C’D’.
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C) NỘI DUNG 3: GÓC
BÀI GIẢNG GIÚP HỌC SINH LINH HOẠT HƠN KHI THỰC HIỆN GIẢI BÀI TOÁN VỀ TÍNH GÓC CỦA HÌNH HỌC KHÔNG GIAN TỔNG HỢP.
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